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        設想：你聽到一則令人興奮不已的謠言。你討

厭嚼舌根，於是打定主意把謠言轉告某人後就把嘴

巴閉上       這沒什麼嘛，對吧？你思忖：如果對方

也一樣只再跟另一人說，這謠言不會散佈得太廣。掐

指一算後你發現，如果每天有一個新人聽到這則謠

言，30天後，包括自己僅有31個人知曉謠言。

   你暗暗打算再多告知一人，沒想到這竟然會翻

天覆地。如果每天剛聽到謠言的人在隔日就向另

外兩個沒聽過謠言的人提起，那麼 30天後世界上  

的    人都會知道這則謠言了。更精確地說，這可是

                                 人！你困惑不解：為何多告

訴一個人，這不起眼的改變竟帶出迥然不同的結

果       這其中的關竅在於變化率。

   在第一種情況中，謠言的傳遞為「昨日有多少

人聽到，今日也要有多少人聽到」。當然，曾經聽

過的不算在內。這表示無論今日、明日或接下來多

少天都好，每日聽到謠言的新增人數維持固定。在

上述的例子中這個固定數為1。

   倘若謠言傳遞改變成「今日聽到謠言的人數是

昨日的兩倍」，則得知謠言的人口數會以指數形式
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爆增。讓我們掰起手指頭算一算：第一天兩個人聽

到了，第二天又多了四個，第三天多了八個人，如

此下去在第 30天的時候，哇不得了，單是這一天就多

了   個人！手指頭都不夠用了！（我們稍後再談及

這之中省略了的現實考量）。

   為什麼這兩種情況會有天差地遠的效果？追根

究底，這差距來自線性函數與指數函數。線性函數

的特徵是擁有固定的變化率，就好像第一種情況中

每日新增人口維持在 1。線性增長緩慢且平穩，增

加量保持不變。指數函數則恰恰相反，其變化率以

倍數增長：新增人口先是 2個，再來是 4、8、1 6、

⋯⋯。有別於線性增長，指數增長會加速，換句話

說：增加量本身持續增加。

   這就是30天後31人聽到謠言與 2億人聽到謠言的

區別。而這一切竟來源於謠言傳遞由 1略增為 2的微

小更變。

於二者。在謠言散佈的簡單例子中，我們看到傳播

率的細微改變可以帶來人數上的巨大變化       當我

們討論疾病傳染時，這依然成立。若疾病每次感染

一人，終究是零星個案，但如果每個患者一次可感

染兩人，則會發展成流行病。

   每一種傳染病在群體中的傳播率與該群體的生

物、環境、社會因素息息相關。流行病學家嘗試將

這些因素帶來的影響歸結成「基礎再生數」（basic 

reproduction number）。我們將疾病的基礎再生數記

作 ，此為每個感染者可能會再造成的感染案例

平均個數。在上述的謠言例子中，若每日只告訴一

人，其基礎再生數    為1；若每日告訴兩人，其基

礎再生數    為 2。兩個情況的「傳染期」（ infectious

 period）都是一天。

   以下是一些廣為人知的疾病基礎再生數：

   值得留意的是這些疾病的基礎再生數都大於1。

這就是它們危險之處──如果一個感染者平均而言

會至少感染兩個人，如此以往，感染者數量會以指

數形式遞增。這將對人口產生破壞力強大的衝擊。

我們不由得思索：是否可將指數增長變為線性增長？

換句話說，我們是否能將基礎再生數降低到1？

   此時，我們想到了疫苗接種       接種疫苗後，個

體會對疾病產生抗體，從而避免感染疾病。但接種

的成功率不固定，為了簡單起見，我們假設只要打

了疫苗就可保證不染病。疫苗施打可以直接保護接

種者之外，也能間接保護廣大群眾。如果為了對抗

某種疾病，群體中有許多人接種了疫苗，那這疾病

就無法快速傳播開來。

   實際上，廣泛施打疫苗能降低疾病的有效再生數

（effective reproduction number）。同時，如果有足夠

   這基礎數學模型成功捕捉到了特定種類增長的

精髓；其影響之廣，遠超謠言散播這一例子。如

同所有的基礎模型，這模型忽略化簡了許多複雜因

素       例如謠言是否傳播得出去的機率、人口總數

等       但這仍是個好的開端，我們可以由此探索想

法是如何廣為流傳、人口是如何增長，乃至於疾病

是如何散播的。

   疾病傳染的方式與謠言傳開來的方式極為相似：

某人染病開了端，接著傳遞給別人。當然，這之中

還是存在著差異，只是以上的基礎數學模型皆適用

此圖顯示每天聽到謠言的人數。藍色的指數函數往上延伸到2億，而

綠色的線性函數相形之下幾乎呈水平直線。

來源：美國傳染病中心與美國國立衛生研究院。
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  所以結論是：10個人中如果有2個接受了疫苗接

種，那麼 1個感染者平均只會感染 1.6人。如此看來，

疫苗接種能有效地把這疾病的基礎再生數從       

控制到            。為了避免指數增長，我們應該如

何再把基礎再生數降到1呢？

   同樣的，我們再次假設最初感染者在感染期間與

10個人接觸，且每個沒接受疫苗接種的人都有

的機會被感染。現在假設10個人中有  個人接受了

疫苗接種。我們會預期剩下的          個人中平均會 

多的人接種了疫苗，有效再生數可以降到 1，從而

確保疾病只以線性速率傳播。所以問題來了：至少

需要多少人接種疫苗才能把有效再生數降到 1呢？

 我們來想想基礎再生數告訴我們什麼。考慮某

種         的流行性感冒，這表示每個感染者平均會

感染兩個人。這簡單的            能透露許多資訊：疾

病是如何輕易傳播的、傳染期的長度、感染者在特

定期間內接觸的平均人數。瞭解了這數字的意義以

後，我們很快能看到疫苗是如何降低基礎再生數的。

   假設某人感染了          的流行性感冒病毒，他在

染病期間與 10人接觸。我們將這畫成圖，並為感染

者塗上綠色，置於中心，從他輻射出去的 10個箭頭

指向與他接觸的10人。

有        的人被感染，也就是                      個人。

為了避開指數增長而使疾病呈線性增長，新增感染

者的平均數需為1，因此我們待解的方程式為：  

                        。

   簡單的代數運算得方程式的解為        。讓我們

回頭瞧瞧 10個人中有 5個疫苗接種者的情況。圖中

塗上藍色的是接種過疫苗的人。

的8人中依舊有      的可能會染上流感──平均而

言，感染者人數為                    。

   基本上我們可以不用擔心這五個藍色的人，因為

疫苗能確保他們不受感染。   

   現在剩餘的5個人他們仍有      的感染機率，

這表示感染者平均為1人。換句話說就是原本的10

個接觸者中只有1人被感染。所以只要每10個人有

5個人接受疫苗接種，那我們就能有效地將這種疾

病的基礎再生數     降到1。

每個接觸者都有可能染上感，但實際上             的意

義為平均10人裡會有2人感染疾病。

一般而言，我們能說每個接觸者有     或      的機

會染病。

   但假設10個人中有2人接種了流感疫苗。為了

方便討論，我們進一步假設疫苗能提供百分之百的

保護，換句話說就是接種後不會染病。如此，剩餘
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人口中接受疫苗接種的百分比。簡單的乘法與移項

得出：                 

    

這顯示如果人口中接受疫苗接種的百分比是                                     

那麼平均新增感染者就會是1人。所以            是

神奇的百分比，它能控制疾病，使之維持線性增長

而非指數增長。

   如果總人口中接受疫苗接種的百分比達到          

在這種程度下群體對疾病達成了集體免疫        這並

非意味不再會有人感染疾病，而是疾病無法在群體

中以指數速率傳播。這種特性稱作「群體免疫」

(herd immunity)。我們將達成群體免疫所需接受疫苗

接種的人數百分比稱為「群體免疫臨界值」(herd 

immunity threshold, HIT)。以下是各種疾病的群體免

疫臨界值：

   明顯的，對疾病的疫苗接種不只對接種者帶來好

處，也能惠及整個群體。達到群體免疫臨界值時，

疾病在群體中的傳播速率低到可以避免潛在的災難。

   群體免疫的一個重要性質是能保護群體中沒有接

受疫苗接種的人。當疾病無法廣泛傳播，群體中每

個人的風險降低了，這當然包括沒有接受疫苗接種

的人。這對醫生不建議施打疫苗的族群例如嬰兒、

年長者以及身體衰弱的人特別重要。雖然我們之前

假設了疫苗肯定能發揮功效，但即便疫苗的效用沒

有達到百分百，群體免疫的好處仍能發揮──廣泛

施打疫苗還是能減低每個感染者所引起的平均感染

個數，並由此降低疾病的有效再生數。

   我們見識過了線性增長與指數增長的巨大差異。

當我們談及疾病傳播時，這可是人命關天的事。疫

苗接種與群體免疫所蘊涵的數學是重要的，所以快

告訴你的朋友吧！說到這，與其只告訴 1人，不如

向2個朋友分享？讓它以指數形式傳遞出去吧。

廣泛施打疫苗將左圖有許多可能傳播路徑的情況轉

變成右圖中較少傳播路徑的情況。這意味著疾病傳

播得慢且爆發成流行病的機率大為降低。

   以上的過程可以被推廣到任何的基礎再生數    。

假設每個感染者在每段傳染期接觸   個未被感染的

人，那我們可以預期平均會有    個人被感染。但如

果這    個人當中有    個人接種過疫苗，則新增的感

染人數變成了：                

我們希望基礎再生數為 1，所以需要解的方程式即為：

   

比起將    算出來，計算       更有意義，因為這代表
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