
    一般人的物理比數學好。當蘋果從樹上掉下來，

可以接到它的人，也就是知道物理上蘋果如何運動

的人，比能用微分方程算出它運動軌跡的人，要來

得多。因此，利用物理來做數學是很自然的，然而

在科學的歷史上，除了阿基米德 [1]，一些蘇俄古

文獻 [4]，李維最近的書 [2]，以及筆者的一些文章

和演講之外，罕有這類嘗試。

餘弦定律

   用這個三角形作底，製造一個高  的封閉盒子，

將  點連結在垂直軸上，假設盒子可以繞軸旋轉，

沒有摩擦力。

現在來看物理：把這個盒子灌滿壓力為  的氣體，

氣體會對每一個面施壓，但是頂面跟底面的壓力會

相互抵消，畢竟這個盒子並沒有上下移動的自由

度，所以我們只考慮側面的水平方向壓力。

在每個面上的壓力分佈，可以由該面中心點上的單

一作用力來表示。在圖中，作用力  會讓盒子

以  點為中心逆時針旋轉，而  和  一起

讓它順時針旋轉。但是，因為永動機不可能存在，

灌滿氣體並不會讓盒子旋轉。所以環繞  點的力

矩必須平衡。

其中兩項顯而易見：

 力矩的力臂，也就是從  點到  力的作用

線的距離，是 

 

將物理應用於數學
作者：時枝正（Tadashi Tokieda） 譯者：江孟蓉

作者簡介：時枝正在日本長大，最初是一位畫家，後來在法國成為古典語文學者。然後轉行從事數學研究，再換到物理領域。他現在是史

丹福大學的數學教授，之前曾以英國劍橋大學為根據地工作多年。他積極參與在開發中國家的教育推廣，尤其是透過非洲數學科學研究院

（African Institute for Mathematical Sciences，AIMS）。

理

     有時候數學定理是這樣湧現的：設定一個物理情境，從物理學的經驗來看會發生什麼現象，

把它翻成數學語言，就成為一個定理。本文展示四個初階的例子：三角形的餘弦定律、正弦定

律、柯西 / 史瓦茲不等式、算數幾何平均不等式。
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因此

 以 壓 力  作 用 在  側 面 上， 所 以 

，其他兩項也類似。消掉共同因式

 ，可發現

  ［在李維的書中，做了直角三角形的特例，重現

了畢氏定理 [2]。其實將它推廣到餘弦定律很容易，

但似乎從來沒有出現在文獻中。〕

正弦定律

同一個三角形的圖， 。一個

古老的悖論可以推得其物理證明。

  這是史帝文的書中扉頁 [3]。左斜邊比右斜邊承

載更多的珠子，但是掛在三角形上面的這個鍊子，

並不會自發開始旋繞。

   這個悖論的解釋是，平衡並非靠重量本身，而是

靠其沿著斜邊的分量來達成。左邊朝下的重量跟 

  成比例，所以斜邊的分量跟  成比例，

同樣的道理，右斜邊的重量分量跟  成比

例。將平衡寫成等式，可發現

等等。

  ［雖然名稱似乎是對比的，但從牽涉到的物理可

以看出，正弦定律比餘弦定律要淺得多。］

柯西 / 史瓦茲（Cauchy-Schwarz）不等式

   前面看了一對經典等式，接下來用物理來看兩個

著名不等式。

    想像一疊質量  的層板，以速度

 相互平行摩擦移動。假設這些層板夠大，

不必擔心它們的邊緣，或是彼此會失去接觸。經過

一段時間之後，它們最終會達到（更精確地說是漸

近於）相同的移動速度 。由於摩擦發生在系統

內部，總動量守恆，所以

57數理人文



但摩擦也造成總動能耗散：後來的動能值會小於先

前的。

將前式的  值代入， 重新整理可以得到

變換變數 。結果為

   讀者可能會反對，認為這個物理詮釋中，質量是

正的，而柯西 / 史瓦茲不等式中，  可

正可負。這沒有關係：因為  相當於 

，即是反轉第  個層板移動的方向。反向移

動的話，不等式的左邊是不變的，而右邊的  

項會變號。

   等式成立的情形又如何呢？在物理上，這個不等

式要退化成等式，只有在沒有動能耗散，所有層板

一開始就以同樣的速度  移動的情況

下，才會發生。以新的變數來看，這就是說

 的向量和  的向量平行。

  ［這個不等式跟二次型有關。物理學最典型的二

次型是動能，當然不等式代表失去動能。一旦領悟

這點，論證便自然成型。］

算數幾何平均不等式
 

  我們復習一個簡單的事實做初步準備。假設有質

量  的物體，由相同材質製成，尤其是

有相同的比熱 。比熱的定義是：單位質量的材質

溫度升高一度所需要的熱，單位為 。容

易加溫或降溫的材質比熱小，抗增溫降溫的材質比

熱大。記

所 有 的  都 滿 足 ， 而 ，

並 且 第  個 物 體 的 熱 容 量（ 比 熱 乘 質 量 ） 是 

。大自然告訴我們，如果這些初始溫

度為  的物體彼此有熱接觸，則最終會達

到（漸近於）相同的溫度

   現在來看不等式的物理。當第  個物體溫度變化

了 ，它所接收到的熱就是 ，而它熵

的變化會是

第一個等號是熵的定義，接收到的熱除以絕對溫
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度。根據以上事實，這個過程從開始到結束，最後

的溫度會是 ，並且

熱力學第二定律說，系統的總熵增加：等號左邊要

是正的。因此

等式出現在所有的初始溫度都相等時

 

  ［此論述是與史丹福的研究生葛拉罕（Cole 

Graham）合作發現的。］

   從給定的敘述，一路追溯到哲美羅 / 弗朗克爾

（Zermelo-Fraenkel）集合論的公理，使用天衣無

縫的邏輯來做證明，難道不是數學上的正式教義

嗎？這的確是證明具有的一個形象。然而，某些人

相信做數學的目的是變得更聰明，同時降低蒙蔽自

己的風險。這個目的，可以由多姿多樣且並不互斥

的途徑及表達風格來實現。上述的證明形象只是其

中一種。我們可以探索許多其他可能。
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