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五、高中生為什麼要學微積分—張海潮教授 

高中生為什麼要學微積分？這個問題至少有兩個答案：

第一是微積分的發明在數學及相關問題上的突破，值得高中

生學習。第二是微積分的方法對高中階段能夠解決的問題有

所幫助。 

我們將從這兩個角度論述，當然，任何一個學科都有值

得學習的理由，以現階段高中生的程度學習微積分是否有困

難？關於這個問題，我們會在本文的末段討論。 

(一) 微積分的起源 

微積分的發明源自四大問題： 

(1) 嘗試了解非等速運動。 

(2) 研究曲線的切（法）線。 

(3) 求函數的極值。 

(4) 求曲線（面）圍出的面（體）積，和曲線的弧長。 

本節將以 (1) 所言運動學的部分略加說明微積分的起源與成就。研究運動者早先對速度

的理解，簡單的說，是平均速度，即以行經的距離除以經過的時間。當時間從 t1 到 t2，且質

點在直線上的位置從 s1 改變到 s2 時，平均速度就是 2 1

2 1

s s

t t




。但是由於在這段時間內，質點

的位置可能既前進又後退（最極端的情形是 s2 = s1，平均速度 2 1

2 1

0
s s

t t


 


），因此嘗試儘量縮

小 t2 – t1 來計算平均速度應該是比較精準的做法。但是一再縮小 t2 – t1，不免得考慮 t2 – t1 = 0 

的情形，此時 s2 – s1 當然也等於 0，於是平均速度的公式就變成了 
0

0
，這是一個無意義的表

示。 

現在，我們知道速度的正確表示應該是 
2 1

2 1

2 1

lim
t t

s s

t t




，但是由於在極限的語言尚未精確發

展，並且也還沒有 lim 這類記號的時候，速度的概念是用一種近似的說法，就是 s  和 t  之

比，但是 t  可以儘量的小，越小就越精確。 

牛頓是第一個理解並能精準使用這種極限概念的數學∕物理學家，他在鉅作〝自然哲學的

數學原理〞中的命題６定理５（中文版 64 頁）已經使用了 21
( ) (0) (0) (0)

2
x t x v t A t    (t

3項)，

式中 x(t) – x(0) 是位移向量， v 是速度向量， A 是加速度向量。事實上，他使用的是 
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2(0) 2( ( ) (0)) 2 (0) /A x t x v t t    —當 t 甚小時 A(0) 的近似表示，並且成功的從刻卜勒的行星

律導出 A 是平方反比，亦即萬有引力定律。 

雖然牛頓在從刻卜勒的行星律得出萬有引力定律的過程中只用了微分的方法 —位置對

時間的微分是速度，速度對時間的微分是加速度— 但是牛頓充分的理解積分和微分的可逆關

係，此即微積分基本定理。 

早先，伽利略得到自由落體的位置 — 時間關係： 2s t ，即位置與經歷時間的平方成正

比，用現在的式子表達就是 21
( )

2
s t gt 。如果將 s(t) 對 t 微分，得到 v(t) = gt，或者反過來

說，當 v(t) 與經歷的時間 t 成正比的時候， v(t) = gt 的函數圖形下所覆蓋的面積剛好就是 

21

2
gt （三角形面積公式）。 

v

t
0

( )v t gt

21

2
gt

 

從基本的物理知道無論 v 對 t 的關係如何，從時刻 t1 到 t2， v(t) 函數圖形所覆蓋的

面積都是 s(t2) – s(t1)，即 t1 到 t2 的位移。 

v

t
0

( )v t

1t 2t

2 1( ) ( )s t s t

 

即使 v(t) < 0，這樣的解釋也是對的。由於 
ds

v
dt

  而 v 之下覆蓋的面積是 s(t2) – s(t1)，

加之 s 又是 v 的反導數，上述的結論就是微積分基本定理。 

可以這麼說，牛頓所發現的微積分基本定理不僅統合了求切線（微分）和求面積（積分）

這兩個看似無關的問題，更進一步，從運動學的角度來看，微分是從位置得到速度的過程，因

此反微分當然是從速度得回位置的過程，但是如果我們使用 v t （速度—時間）的函數圖形， 

v 下所覆蓋的面積就變成了 s（位置），因此反微分就成了求面積的過程。 
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讀者試想，如果不是先已發明了在坐標平面上畫函數圖形，又將面積的概念聯繫到 v 與 

s 的關係，微積分基本定理可能不是那麼明顯，在此不免令人讚嘆以幾何（如面積）來表達物

理概念（v 下覆蓋的面積是位移）經常能撥雲見日（另外一個撥雲見日的例子是向量之於物理，

此處不再詳論）。 

總之，微積分的發明對解決問題確有幫助，微積分的思想 —從微量的變動和微量的加總

切入問題— 拓展了我們的視野，使數學方法得以面對新的挑戰。 

(二) 微積分與傳統高中數學的關聯 

許多高中要解的問題或者本質上屬於微積分的思想，或者因為微積分的方法而有大的突

破。以下試舉數例來說明： 

1. 拋物線及圓錐曲線的切線問題 

現行求切線的方法，基本上是令一條直線與曲線相交時有重根，列下判別式為 0，然後

解未知數（如斜率，或切點）。解的過程繁複而瑣碎。 

2. 函數 f (x, y) = ax + by 在圓域上的極值問題和類似的線性規畫問題，都是將 ax + by = c 

令 c 變動至脫離可行解區域，本是微積分變動思維下的解法。 

3. 對一個多項式在 [a, b] 上的根的個數，完整的處理要靠 Sturm 定理，單用勘根或是賈

憲法是不夠的。關於 Sturm 定理請參考臺大數學系網站∕微積分經典問題。 

4. 牛頓法求多項式的根的近似值是解純多項式實根最具體的方法，可以回答例如 x
3
 + x – 

1 = 0 的根介於 0.68 和 0.69 之間，不必訴諸卡丹解法。 

5. 多項式 f (x) 的重根恰是 f (x) 和 '( )f x  的公根，這顯然不是單憑代數方法就能得出的

結果。 

6. 與物理有關的積分問題，例如脫離地心引力所需的作功。 

總的來說，如果沒有微積分，高中能解的方法只是代數（加減乘除開根號），並佐以幾何

的思維。能夠處理的函數基本上止於二次多項式和一些三角、指對數的恆等關係，而這些關係

基本上仍然是代數的。一旦牽涉到極值或不等式或三次以上函數的問題，代數方法顯然不夠用。

不但如此，即使是處理二次的情形，微積分的方法也值得參考，例如對 y = ax
2
 + bx + c 的函

數圖形的完整分析等等。底下再舉一例說明如何藉由分析函數圖形和微積分的方法來解題。 

問題：求證在 –1  x  1 的區域上，函數 | x
3
 + ax

2
 + bx + c | 的最大值大於或等於 

1

4
。 

令 f (x) = x
3
 + ax

2
 + bx + c = (x

3
 + bx) + (ax

2
 + c)，我們先看簡單的情形：x

3
 + bx。 

(1) b  0，因為 x
3
 + bx 的導函數是 3x

2
 + b，所以 x

3
 + bx 在 [–1, 1] 上遞增， 

因此最小值 m 發生在 x = –1，此時 m = –1 – b 

    最大值 M 發生在 x = 1，此時 M = 1 + b 

 M – m = (1 + b) – (–1 – b) = 2 + 2b 
1

2
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(2) b < 0，令 b = – l, l > 0 

3 2( ) ' 3x lx x l   ，令 3x
2
 – l = 0 得 

3
lx    

當 x = 1 時 x
3
 – lx = 1 – l 

   x = –1 時 x
3
 – lx = –1 + l 

兩者之差為 | 2 – 2l | 

如果 
1

2
  2 – 2l 

1

2
，這表示 

3

4
 l 

5

4
，因此 

3
l < 1 

此時，若 
3

lx   , 3 2

33
lx lx l    

         
3

lx    , 
3 2

33
lx lx l   

兩者之差為 
4 1

33 2
ll   

由 (1), (2) 可知，可以找到兩點 – z 與 z, –1  –z < z  1 使得 x
3
 + bx 在此對稱兩點之差 

1

2
。

由此，若各自再加上 az
2
 + c，在此兩點之差仍然 

1

2
，問題得證。 

在找出 – z 與 z 的過程中，對函數圖形的分析是關鍵，此時，最有效的工具是微積分。 

讀者可能辯論：本題超過高中程度。這是當然，不過，高中不是經常充斥著超過高中程

度的題目嗎？此處呈現的事實是，如果懂點微積分，剛才談到的這個題目反而令人眼睛一亮，

變成一個有想法、有方法的經典題目了。 

(三) 高中生學微積分的困難 

微積分的學習由於涉及極限，所以對初學者而言，思考的過程比過去多了一步〝求極限〞。

例如，從 

y

x




  到  

dy

dx
  ( 0x  ) 

以及從 

1

( )
n

i

i

f x x


   到  ( )
b

a
f x dx   ( 0x  , n) 

因此非常明顯，在學習微分的時候，必須先熟悉符號 
y

x




，在學習積分的時候，必須先熟悉符

號 ( )if x x  以及符號所代表的意義。 
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雖然如此，在多項式的情形，
y

x




的極限遠比 ( )if x x  的極限容易計算。前者透過二

項式定理得到 x
n
 的導函數是 nx

n-1，而後者需要處理 1
k
 + 2

k
 +…+ n

k
 的求和公式，難度大大

增加。求和公式的難度可以從利用 

2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2

6

n n n
n

 
      和  3 3 3 21 2 ( 1 2 )n n        

分別求 x
2
 和 x

3
 的積分看出。 

因此學積分一定要學習微積分基本定理，此一定理的運動學理解已在本文第一段說明。

對一般的函數 y 實際上是嘗試理解 
z

x




，其中 z 代表函數 y = f (x) 圖形與 x軸之間的面積。

同時，在學習微積分基本定理的時候，不要忘了回去驗證 
2

0

1

2

T

xdx T 、 2 3

0

1

3

T

x dx T  和 

3 4

0

1

4

T

x dx T 。 

一般而言，利用微分來理解函數的圖形和求函數的極值，過程比學習積分要容易一些。

積分由於牽涉到將求面積、體積轉化成黎曼和的形式，以便使用微積分基本定理，技術上比較

困難。例如，以 2 rdr  求圓面積、以 
2

2

y
A dy

h  求錐體體積……等等。 

總之，學習任何一個新的主題，都不免有困難之處。多做一些好的習題，慢慢建立微積

分核心的思想和方法，不但可以掌握高中所要求的〝多項式〞部分，正確的思考更可延伸到大

學的學習。 

(四) 結語 

本文主要說明微積分和傳統的高中數學學習是相容的，並且在某些部分是超越的。回顧

過去，在七三年版的統編本，微積分的份量太多，因此不免揠苗助長。但是到了八八年版的一

綱多本，微積分的份量又太少，令人難窺堂奧。目前上手的九五暫綱，微積分的份量比較適中，

而且以多項式函數為主體的設計，大大減少了許多求 
0

0
 型極限的困難。 

希望這樣的設計能夠至少引領自然組的同學在進入大學之前已經建立健全的微積分觀念，

而將更複雜的函數（如指對數、三角函數）留到大一再行處理。目標是否達成，還有待教與學

的共同努力。 

 

  


