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鬼腳圖的分析

歐迪興
1、 前言

　　鬼腳圖是一種遊戲，常被拿來當作抽籤的方式。遊戲的玩法為：首先畫幾條縱線，以縱線的頂端為起點，底端為終點，終點處寫上抽籤的項目。然後在縱線間任意畫一些橫線，但每條橫線不得穿越縱線。最後每個人選一個起點開始往下走，若遇到橫線則沿著橫線走到隔壁的縱線，最後到達終點就是抽籤所抽中的項目。本文利用代數及排列組合的方法，建構一套數學模型來分析鬼腳圖的各種性質，並且檢驗是否為一種公正的抽籤方式。

2、 預備知識

　　進入主題前，先簡單介紹一些排列(permutation)的基本定義及性質。

定義1：若
[image: image1.wmf]A
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為一對一映成函數，則
[image: image2.wmf]f

是集合A的排列。

例1：函數
[image: image3.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

=

3

,

2

2

,

1

1

,

3

)

(

x

x

x

x

當

當

當

f

是一個排列，通常我們用
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來表示。

定義2：若排列
[image: image5.wmf]A
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稱為一個k-循環(cycle)，則有k個相異元素
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，且對於其他的
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。我們可以用循環表示法
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例2：例1中的
[image: image11.wmf]f

是一個循環，我們可以用循環表示法
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定義3：一個2-循環稱為移項(transposition)。

定義4：可以表示成奇數個移項函數合成的排列稱為奇排列(odd permutation)，可以表示成偶數個移項函數合成的排列稱為偶排列(even permutation)。

　　有限元素之集合A的任意排列，可以寫成有限個移項的合成，且排列不能同時為奇排列及偶排列。

例3：例1中
[image: image13.wmf])
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，因此
[image: image14.wmf]f

為偶排列。

有關於其他更深入詳細的內容，可參閱參考資料[1]。

3、 建構數學模型
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　　首先觀察最簡單的空白鬼腳圖，如圖一所示，有N條縱線且沒有橫線，它的對應關係
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是一種排列。對於任意對應關係為排列f的鬼腳圖，若在終點前任意加上一條橫線，如圖二，此橫線連接第k與第k+1條縱線，則新的鬼腳圖的對應關係為
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的一個排列函數。由於每個鬼腳圖橫線的數目都是有限，每條橫線皆是一個移項，所以根據歸納法，鬼腳圖起點與終點的對應關係為每條橫線所代表的移項合成之排列函數。本文將利用移項的運算做為探討鬼腳圖性質的基本工具。
例4：圖三中的鬼腳圖，由上而下橫線分別是(2,3), (1,2), (4,5), (3,4), (2,3), (3,4), (1,2)的移項。此鬼腳圖起點與終點的對應關係可表示成下列移項之合成
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4、 鬼腳圖的基本性質

　　令
[image: image19.wmf]N
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為所有N條縱線鬼腳圖所構成的集合，藉由前文的討論可知
[image: image20.wmf]N
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本身具有的群性質，可得

定理1：
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是一個由生成集(generating set)
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所生成的排列群(permutation group)。

由於每個鬼腳圖可寫成一個排列，根據排列的定義可得

引理2：鬼腳圖的起點與終點為一對一映成關係。

因此每個抽籤的項目只有一個人會抽到，且每個抽籤的項目都一定會被抽到。

　　再分析N條縱線鬼腳圖可以造出多少種不同的對應關係。根據定理1，已知
[image: image23.wmf]N
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為
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(Symmetric group on n letters)的子群，所以N條縱線鬼腳圖上造出的對應關係個數必小於等於
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的生成集足以生成整個
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？答案是肯定的。

[image: image293.wmf]3
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　　首先觀察最簡單的情形
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的生成元素為(1,2)和(2,3)。圖四中，移項
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內包含
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所有的移項(1,2),(1,3)及(2,3)，而且
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內的每個排列都是有限個數移項的合成，因此
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預理3：若
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令
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根據數學歸納法，得證。

　　由預理3，
[image: image50.wmf]N

G

的生成元素可生成
[image: image51.wmf]N
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中的每個移項，也就可以生成
[image: image52.wmf]N
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中的每個排列，可得到

定理4：
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[image: image294.wmf]3
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　　此定理告訴我們，任何排列都可以利用足夠多的橫線來畫出所對應的鬼腳圖。

例5：若要於4條縱線上造出對應關係為
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的一個鬼腳圖，首先將f分解成數個移項的乘積，例如
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。如圖五所示，分解出的移項(1,3)畫在鬼腳圖的頂端，(1,3)橫線的下面畫出(1,4)，(1,4)橫線的下面畫(1,2)，圖五就是造出對應關係為 f 的一個鬼腳圖。一般而言，造出鬼腳圖 f 的方法並非唯一，下文將討論鬼腳圖的方法數。
5、 固定橫線數,組成特定對應關係鬼腳圖的方法數

　　由前面的部分可知，給定任意的排列a，都可以用有限條橫線畫出對應關係為a的鬼腳圖，問題是最少需要多少條橫線才足夠畫出？若橫線數目足夠，總共有多少種不同的畫法？

　　為了簡化問題，首先假設鬼腳圖的橫線有順序性，如圖六所示，把(a)與(b)看作是不同的鬼腳圖。假設共有N條縱線，令
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鬼腳圖的方法數；若t條橫線不能造出對應關係為a的鬼腳圖，則
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。當最靠近終點的橫線是(1,2)，造出鬼腳圖a的方法數為
[image: image59.wmf])
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；當最靠近終點的橫線是(2,3)，造出鬼腳圖a的方法數為
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；以此類推，可算出最靠近終點的橫線為其他不同移項時，鬼腳圖a的畫法數。而所有造出a的方法數，就是將靠近終點橫線所有可能性的方法數通通加起來，得到下面的遞迴關係式：
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[image: image61.wmf])

)

,

1

((

...

)

)

3

,

2

((

)

)

2

,

1

((

)

(

1

1

1

1

1

1

a

N

N

n

a

n

a

n

a

n

t

t

t

t

o

o

o

-

-

-

-

-

-

-

+

+

+

=

，

當
[image: image62.wmf]1

=

t

時，
[image: image63.wmf]î

í

ì

+

=

<

=

為其他排列

若

,

0

)

1

,

(

若

1,

)

(

1

a

k

k

a

N

k

a

n

使的

存在整數

。因此對於
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開始計算，即可求出
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　　計算遞迴式子是一件麻煩的工作，要先對每個不同參數的結果逐一計算，最後才能得到答案，下面將簡化
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的運算方式。之前已證明
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(3) 
[image: image82.wmf]å

Î

-

-

´

=

N

G

k

t

t

k

a

n

k

n

a

n

)

(

)

(

)

(

1

1

1

o


將式(3)函數
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可用矩陣方程式
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　　考慮
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所以3條縱線的鬼腳圖至少需要3條橫線才有可能組合成所有情況的排列。

　　當
[image: image122.wmf]3

>

N

時，Cayley graph的邊及點就會變的很多，就很難直接看的出來每點與e的距離，以及距離e最遠的點和長度。下面將介紹一種方法，藉由計算排列的反序數，求出排列與e的距離。反序數的定義如下

定義5：
對
[image: image123.wmf]N

S

中元素
[image: image124.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

N

a

N

a

a

f

L

L

2

1

2

1

，定義

[image: image125.wmf]}

1

  

,

 

:

 

]

,

{[

)

(

N

j

i

a

a

j

i

x

R

j

i

£

<

£

>

=

，則
[image: image126.wmf]f

的反序數為
[image: image127.wmf]|

)

(

|

)

(

x

R

x

r

=

。

下面的預理描述反序數與排列間的關係。
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根據預理5，我們將排列一次交換一個來排序，就可以使反序數減少至0，即為定理6所要證明的內容。

定理6：在Cayley graph 
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(b) 證明此路徑為最短：
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由(a)與(b)的結果，得證。

由此定理我們可藉由反序數計算Cayley graph中任一點到 e 的距離。

引理7：
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當N很大而很難畫出Cayley graph時，可藉由引理7算出組成所有排列所需的最少橫線數。

例8：若要觀察4條縱線鬼腳圖的性質，先畫出圖八
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　　Cayley graph可以幫助我們藉由圖型了解排列群及鬼腳圖的性質。觀察圖七，很容易發現由e走到
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的任意路徑長度皆為奇數，所以只能用奇數條橫線畫出所對應的鬼腳圖；由e走到e,
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的任意路徑長度皆為偶數，所以只能用偶數條橫線畫出。同時在圖八及其他任意的N也可觀察到同樣的現象。這驗證了奇排列不可能用偶數個移項合成，同樣的偶排列無法用奇數個移項合成。

6、 固定橫線數,組成特定對應關係鬼腳圖的機率

　　考慮一個很多條縱線的鬼腳圖，若是橫線數很少，勢必很難從最右邊的起點走到最左邊的終點；當橫線數越多，則越容易由最右邊的起點走到最左邊的終點。所以由不同的起點走向不同的終點的機率不盡然相同，而且與橫線數及縱線的多寡有關。若是要詳細計算鬼腳圖由某個起點走向某個終點的機率，可以利用類似第五節的方法加入機率來進行計算。
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　　同樣考慮
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例9：假設某人比較喜歡畫(2,3)的橫線於3條縱線鬼腳圖中，畫的機率為2/3，可畫出
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。三條縱線的鬼腳圖的結果整理為表三，發現在橫線數較少的情況之下，由第2個起點走到各個終點的機率不盡然相同，所以遊戲不是完全公正的；而橫線越多，走到各個終點的機率越接近，遊戲也就越公正。

	表三 
[image: image288.wmf]3
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由中央的起點走至各個終點的機率

	橫線
	2→1
	2→2
	2→3
	橫線
	2→1
	2→2
	2→3

	1
	0.333
	0
	0.667
	5
	0.333
	0.296
	0.370

	2
	0.222
	0.556
	0.222
	7
	0.333
	0.321
	0.346

	3
	0.333
	0.222
	0.444
	10
	0.332
	0.336
	0.332

	4
	0.296
	0.407
	0.296
	15
	0.333
	0.333
	0.333



例10：若要討論7條縱線的鬼腳圖，Cayley Graph會變的很複雜，可以利用式(10)的矩陣進行運算。假設畫各個橫線的機率接相同，經過計算得到表四的結果
。

	表四 
[image: image289.wmf]7

=

N

由中央的起點走至各個終點的機率

	橫線
	4→1
	4→2
	4→3
	4→4
	4→5
	4→6
	4→7

	1
	0
	0
	0.167
	0.667
	0.167
	0
	0

	2
	0
	0.028
	0.222
	0.5
	0.222
	0.028
	0

	3
	0.005
	0.056
	0.236
	0.407
	0.236
	0.056
	0.236

	4
	0.013
	0.077
	0.235
	0.350
	0.235
	0.177
	0.013

	5
	0.024
	0.093
	0.228
	0.312
	0.228
	0.093
	0.024

	10
	0.076
	0.125
	0.189
	0.219
	0.189
	0.125
	0.076

	15
	0.108
	0.134
	0.167
	0.181
	0.167
	0.134
	0.108

	20
	0.125
	0.139
	0.155
	0.162
	0.155
	0.139
	0.125

	30
	0.138
	0.142
	0.146
	0.148
	0.146
	0.142
	0.138

	40
	0.142
	0.143
	0.144
	0.144
	0.144
	0.143
	0.142

	50
	0.143
	0.143
	0.143
	0.143
	0.143
	0.143
	0.143


觀察可發現，橫線數越少時，越難由中央的起點走至越遠的終點，一直要到橫線數非常多，走到各個終點的機率才會接近。一般鬼腳圖的橫線不會很多，所以由不同起點走到不同終點的機率不相等。如果想要走到特定的終點，可以選擇與該終點附近的橫線為起點，走到你想要的終點的機會就會比較大。

7、 總結

　　本文利用排列群原理分析鬼腳圖的各種可能組合情形，並利用Cayley Graph分析特定橫線數組成特定對應關係鬼腳圖的方法數。最後由機率的方法，發現鬼腳圖在橫線數少的情況下，不是一個公平的抽籤方法。若要使抽籤達到公平，可將遊戲規則稍作改變，例如將終點處的抽籤項目遮住，可使遊戲達到公平，而且不失鬼腳圖的趣味性。
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圖一 空白鬼腳圖
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圖四 利用� EMBED Equation.3  ���的生成元素合成移項(1,3)
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圖二 鬼腳圖加一條橫線
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圖三 一個鬼腳圖的範例
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圖五 � EMBED Equation.3  ���的圖例
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圖六 鬼腳圖橫線順序性的圖例
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圖八 � EMBED Equation.3  ���的Cayley graph
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圖七 � EMBED Equation.3  ���的Cayley Graph





(1,3)





(1,2,3)





(1,3,2)





e





(1,2)





(2,3)





(k,k+1)





(1,2,4)





(1,4,2,3)





(1,4,3)





(1,4)◦(2,3)





(1,4,3,2)





(1,4,2)





(1,4)





(3,4)





(1,3,4)





(1,2,3,4)





(1,3,4,2)





(1,2)◦(3,4)





(2,3,4)





e





圖九 � EMBED Equation.3  ���的Weighted Cayley Graph
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� 由於計算過程過於攏長，在此只列出結果，有興趣的讀者可自行利用Mathematica或Maple等computer algebra systems進行計算。
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